Correction d’un exercice : Préparation a ’agrégation - mathématiques
2014-2015

Correction de 'exercice II (5), feuille 2 :

Calculer les polyndomes cyclotomiques Rappel : Par les exercices déja corrigés, on sait que
®,,(X) est un polynéme irréductible unitaire avec coefficients dans Z de degré ¢(n). Les racines
sont {n*} pour 1 <k < n—1 et k premier avec n. Si n = pit - pdr, ol pi,...,pr sont premiers et
distincts, et a1,..., o, > 1, alors p(n) = []i_; p?‘iil(pi —1).

On a aussi : X" — 1 =[], Pa(X).

(a) Si tout les premiers qui divisent m divisent aussi n, alors, ®,,, = ®,(X™).
(b) Si p est premier et p ne divise pas n, alors ®,,(X) = &, (XP).

(c) (Cas de @, si p est premier.)

(d) Trouver ®oy(X).

(e) Trouver ®or(X).

(a) Corrigé en cours. On remarque que les deux polynomes sont unitaires et ont le méme degré. On
montre que chaque racine (complexe) de ®@,,,,,(X) est aussi racine de ®,,(X™).

(b) D’abord on remarque que deg(®pn(X) = (p — 1)p(n) = deg(®n(X?)) — deg(®P,(X)). Donc
Dy (X) * @,(X) a la méme degré que @, (XP), les deux facteurs sont irréductibles et distincts
(donc le produit est a racines simples). Comme le degré est égal au degré de ®,,(XP), il suffit de
montrer que chaque racine de ®,(X) et de ®,,(X) est racine de ®,(X?). On peut argumenter
comme pour la partie (a).

(c) On a ®3(X) = X + 1. Donc ®6(X) = $(X3)/Po(X) = (X3 +1)/(X +1) = X2 - X + 1.
Poy(X) = Pg(X*) = X8 — X4 1.

(d) i (X) = Bo(X2 ) = X271 4 1.

Théoreme de Wedderburn : Exercice III, feuille 2 : Indications pour la correction

(1) La somme, différence, produit de deux éléments du centre est dans le centre. L’inverse d'un
élément dans le centre est dans le centre. K est un Z(K)-espace vectoriel Car K est un groupe
additif, muni d’une loi de multiplication par Z(K) qui satisfait les hypotheses de I’espace vectoriel.
Si K est de dimension k comme Z (K )-espace vectoriel, et si |Z(K)| = g, alors |K| = ¢.

(2)(a) K, est un sous-corps (pas nécessairement abélien) de K qui contient Z(K). Ainsi K, est un
Z(K) sous-espace vectoriel, donc la cardinalité de K, est ¢¢ avec (d < n).

Remarque : On peut aussi montrer que d|n, car K est un K, -module libre a gauche, ou K, est
un anneau, pas nécessairement abélien. Mais nous allons démontrer ceci plus tard, sans utiliser la
théorie des modules a gauche (ou de I’espace vectoriel sur un corps non-commutatif).



(2)(b) Le sous-groupe d’isotropie de z est K;\{0}. Donc l'ordre de l'orbite est : (|K|—1)/(|Kz|—1) =
(@" = 1)/(q" = 1).

(2)(c) On va d’abord montrer que d divise n (voir remarque de (2)(a)). On a, de (2)(b) que ¢? — 1
divise ¢" — 1. Par la divison euclidienne, il existe Q,r € Z avecn = Qd+7r, et 0 <r < d— 1. Alors
g’ —1divise ¢" =1 — (¢" 1+ d" 2+ ... + ¢ %) (¢¢ — 1) = ¢" ¥ — 1 =¢g" — 1. Comme 7 est
strictement plus petit que d, on a que ¢ — 1 < ¢" — 1. L’unique possibilité est donc que r = 0, et
d divise n.

On sait que X" — 1 = ]y, ®x(X), et X? =1 =[], Px(X). Comme d|n, on a X" —1 = (X~
1) HW dkln ®1,(X). En posant X = ¢q,ona:q¢"—1=(¢°—1) HW dkln ®4(q), ou bien (¢" —1)/(q? —
1) =11xya xn ®r(q)- En particulier, si n # d, on a que ®p(q) divise (¢" — 1)/(¢% —1).

(3) Pour chaque z € K*\ Z(K), il existe d, < n tel que |w(z)| = (¢" —1)/(¢%~'). On a alors :

gt —1
q% —1

= 1=K = 1Z() -1+ Y

®,,(q) divise chaque terme de la somme et ¢" — 1. Donc ®,,(q) divise |Z(K)|—1=¢q — 1.

(4) On a @n(q) = I 1 <p<n pged(n =1 (a2 — n*) € C, oun = e*™/™_ Si on considere le module |®,,(q)|,

comme |¢ — 7| > ¢ — 1 > 1 pour chaque k, on a ®,(q) = |®,(¢)| > |¢ — 1]*™ > (¢ — 1). Ceci
contredit (3).



